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SUR LA CONJECTURE DE TATE ENTIE`RE POUR LE
PRODUIT D’UNE COURBE ET D’UNE SURFACE
CH0-TRIVIALE SUR UN CORPS FINI
JEAN-LOUIS COLLIOT-THE´LE`NE ET FEDERICO SCAVIA
Abstract. We investigate the integral Tate conjecture for 1-cycles on the
product of a curve and a surface over a finite field, under the assumption
that the surface is geometrically CH0-trivial. By this we mean that over any
algebraically closed field extension, the degree map on the zero-dimensional
Chow group of the surface is an isomorphism. This applies to Enriques sur-
faces. When the Ne´ron-Severi group has no torsion, we recover earlier results
of A. Pirutka. The results rely on a detailed study of the third unramified
cohomology group of specific products of varieties.
Re´sume´. Nous e´tudions la conjecture de Tate entie`re pour les 1-cycles sur le
produit d’une courbe et d’une surface sur un corps fini, sous l’hypothe`se que la
surface est ge´ome´triquement CH0-triviale. Nous entendons par cela que, sur
toute extension de corps alge´briquement clos, la fle`che degre´ sur le groupe de
Chow de dimension ze´ro de la surface est un isomorphisme. Cela s’applique aux
surfaces d’Enriques. Lorsque le groupe de Ne´ron-Severi n’a pas de torsion, nous
retrouvons des re´sultats ante´rieurs de A. Pirutka. Le travail implique l’e´tude
de´taille´e du troisie`me groupe de cohomologie non ramifie´e pour les produits
de varie´te´s conside´re´s.
1. Introduction
Soient k un corps d’exposant caracte´ristique p et X une k-varie´te´ projective,
lisse, et ge´ome´triquement connexe et soit k(X) le corps des fonctions rationnelles
de X . Pour chaque nombre premier ℓ 6= p et chaque entier n ≥ 1, on a un groupe
de cohomologie non-ramifie´e [CT95, Thm. 4.1.1]
Hnnr(k(X)/k,Qℓ/Zℓ(n− 1)) ⊂ H
n(k(X),Qℓ/Zℓ(n− 1))
qui est un invariant k-birationnel (et meˆme stablement k-birationnel) de X . Pour
n = 2, c’est la partie ℓ-primaire du groupe de Brauer de X . Pour n = 3, ce groupe
intervient dans des questions de rationalite´, de descente galoisienne des classes de
cycles de codimension 2 modulo e´quivalence rationnelle, et aussi dans l’e´tude des
ze´ro-cycles des varie´te´s de´finies sur les corps globaux ; voir [CTK13].
On s’inte´resse ici particulie`rement au cas ou` k = F est un corps fini. On sait que
H3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2)) est nul si dimX ≤ 2 : c’est trivial si dim(X) = 1, et a e´te´
e´tabli dans [CTSS83, Remarque 2, p. 790] par Sansuc et Soule´ et le premier auteur
si dim(X) = 2, et aussi par Kato [Kato86, Thm. 0.7, Corollaire].
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Dans [Pir11], Pirutka a construit des exemples de F-varie´te´s projectives, lisses et
ge´ome´triquement rationnelles X de dimension 5, et donc aussi de toute dimension
≥ 5, avecH3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2)) 6= 0. Pour dim(X) = 3 et pour dim(X) = 4, on ne
sait pas s’il existe des varie´te´s projectives et lisses avec H3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2)) 6= 0.
En dimension d = 3, la question de l’annulation du groupeH3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2))
entretient une relation e´troite (de´taille´e au §5) avec la question si la conjecture de
Tate entie`re vaut pour les 1-cycles : pour une varie´te´ projective et lisse, ge´ome´tri-
quement connexe de dimension d sur un corps fini F, l’application classe de cycles
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
est-elle surjective ?
Bruno Kahn et le premier auteur ont demande´ si le groupeH3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2))
est trivial pour tout solide X (c’est-a`-dire, dim(X) = 3) sur un corps fini F et tout
ℓ 6= p ; voir [CTK13, Question 5.4]. Ils ont conjecture´ que la re´ponse est affirma-
tive si le solide X est ge´ome´triquement unire´gle´ ; voir [CTK13, Conjecture 5.7].
L’annulation du groupe H3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2)) a e´te´ e´tablie par Parimala et Sur-
esh [PS16] si X est un fibre´ en coniques au dessus d’une surface. Elle a aussi e´te´
e´tablie par Pirutka [Pir16, The´ore`me 1.1] lorsque le solide X est le produit d’une
courbe C et d’une surface S ge´ome´triquement CH0-triviale (proprie´te´ rappele´e,
avec ces conse´quences remarquables, dans l’e´nonce´ du the´ore`me 1.1 et dans la sec-
tion “Notations et rappels” ci-dessous) telle que H1(S,OS) = 0, sous l’hypothe`se
supple´mentaire que le groupe de Ne´ron-Severi ge´ome´trique NS(S) de S n’a pas de
torsion, ce qui est le cas par exemple lorsque S est une surface ge´ome´triquement
rationnelle.
Notre principal re´sultat est le the´ore`me suivant. Lorsque le groupe de Ne´ron-
Severi ge´ome´trique de la surface S dans le the´ore`me est sans torsion, on retrouve
le re´sultat d’Alena Pirutka (voir la Remarque 4.6).
The´ore`me 1.1. Soit F un corps fini de caracte´ristique p, et soit F une cloˆture
alge´brique de F. Soit ℓ un nombre premier distinct de p. Soit G = Gal(F/F). Soient
C et S deux varie´te´s ge´ome´triquement connexes, projectives et lisses sur F, de
dimension 1 et 2 respectivement, et soit X := C × S. Notons J(C) la jacobienne
de C. On suppose que :
(i) La surface S est ge´ome´triquement CH0-triviale : pour toute extension alge´-
briquement close Ω de F, le degre´ CH0(SΩ)⊗Q→ Q est un isomorphisme.
(ii) On a HomG(Pic(S){ℓ}, J(C)(F)) = 0.
Alors on a
Ker[H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))] = 0.
Supposons en outre que la conjecture de Tate pour toutes les surfaces sur les corps
finis est vraie. Alors on a H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) = 0, et l’application cycle
CH2(X)⊗ Zℓ → H
4(X,Zℓ(2))
est surjective.
La condition (ii) est requise pour notre de´monstration. Nous ne savons pas si
elle est ne´cessaire.
On donne ci-dessous des rappels sur l’hypothe`se (i). Comme S est ge´ome´triquement
CH0-triviale, on a b1(S) = 0 et donc
HomG(Pic(S){ℓ}, J(C)(F)) = HomG(NS(S){ℓ}, J(C)(F)).
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Comme exemple d’application, on peut prendre pour S une surface d’Enriques
sur un corps fini F, et pour C une courbe elliptique E sur F. Pour ℓ 6= 2, la
condition (ii) est automatiquement satisfaite. Si ℓ = 2, la condition (ii) est que la
courbe elliptique n’a pas de point de 2-torsion non nul de´fini sur F.
Des techniques de K-the´orie alge´brique combine´es aux conjectures de Weil mon-
trent ([CTK13, The´ore`me 6.8]) que, pour toute varie´te´X projective, lisse et ge´ome´-
triquement connexe sur un corps fini F, on a une suite exacte longue de groupes de
torsion
(1.1) 0→ Ker[CH2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}]→ H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors)
→ Ker[H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))]
→ Coker[CH2(X)→ CH2(X)G]{ℓ} → 0.
Sous certaines hypothe`ses sur X , on cherche a` e´tablir la nullite´ du groupe
Ker[H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))]
en analysant d’une part la nullite´ de la fle`che
H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors)→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) ⊂ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2))
d’autre part la trivialite´ du groupe
Coker[CH2(X)→ CH2(X)G]{ℓ}
dans (1.1).
La premie`re question est un pur proble`me de cohomologie ℓ-adique : Le noyau
de la fle`che H3(X,Qℓ/Zℓ(2)) → H
3(X,Qℓ/Zℓ(2)) a-t-il une image nulle dans le
groupe H3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) ? A` notre connaissance, c’est un proble`me ouvert pour
toute varie´te´ X projective, lisse, ge´ome´triquement connexe sur un corps fini. C’est
connu pour X de dimension au plus 2. C’est un des premiers re´sultats de la the´orie
du corps de classes supe´rieur [CTSS83, Kato86]. Au §2, nous montrons que c’est
aussi le cas pour tout produit d’une courbe et d’une surface (Corollaire 2.6). C’est
un cas particulier de notre The´ore`me 2.5, qui vaut pour le produit de deux varie´te´s
de dimensions quelconques satisfaisant la dite proprie´te´, ainsi qu’une restriction
technique supple´mentaire sur le groupe de Ne´ron-Severi de l’un des facteurs.
L’e´tude du groupe Coker(CH2(X) → CH2(X)G) (groupe qui est de torsion)
pour un produit X = C × S d’une courbe et d’une surface est plus de´licate. Au
§3, sous l’hypothe`se (i) du The´ore`me 1.1, nous donnons une condition e´quivalente
a` l’injectivite´ de la restriction H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) → H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) en
termes du groupe de Chow des ze´ro-cycles de degre´ 0 sur la surface S ×F F(C),
a` savoir la surjectivite´ de l’homomorphisme A0(SF(C)){ℓ} → A0(SF(C)){ℓ}
G. Ce
re´sultat (The´ore`me 3.6) est obtenu par un calcul de correspondances sur le produit
X = C×S. Au §4, en utilisant des outils e´labore´s venant de la K-the´orie alge´brique,
nous montrons que la condition est satisfaite sous l’hypothe`se supple´mentaire (ii) du
the´ore`me 1.1 car cette condition implique alors A0(SF(C)){ℓ}
G = 0. Ceci ache`ve la
de´monstration de la premie`re partie du the´ore`me 1.1. La seconde partie, portant sur
la conjecture de Tate entie`re pour les 1-cycles, est aussi e´tablie, via le the´ore`me 3.7,
qui repose sur des re´sultats rappele´s au §5. Le §4 se termine par deux remarques.
La premie`re fait un paralle`le avec un travail de Benoist et Ottem [BO18] sur la
conjecture de Hodge entie`re pour le produit d’une courbe et d’une surface d’En-
riques complexes. La seconde indique comment se simplifie notre de´monstration
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dans le cas ou` le groupe de Ne´ron-Severi n’a pas de torsion, donnant ainsi une
de´monstration alternative du the´ore`me de Pirutka. Au §5 on donne des rappels sur
l’application cycle en cohomologie e´tale ℓ-adique pour les varie´te´s projectives et
lisses sur un corps fini, la question de la surjectivite´ de cette application pour les
1-cycles, et le lien de cette question, dans le cas de varie´te´s X de dimension 3, avec
la nullite´ e´ventuelle du groupe H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)). Comme indique´ ci-dessus, ces
rappels sont utilise´s dans la de´monstration du the´ore`me 3.7, lui-meˆme utilise´ dans
la de´monstration de la seconde partie du the´ore`me 1.1.
Notations et rappels. Si A est un groupe abe´lien, n ≥ 1 est un entier, et ℓ est un
nombre premier, on note A[n] := {a ∈ A : na = 0}, A {ℓ} le sous-groupe de torsion
ℓ-primaire de A, et Ators le sous-groupe de torsion de A. Si B est un autre groupe
abe´lien, on note A⊗B := A⊗ZB et Hom(A,B) := HomZ(A,B). Si p est un nombre
premier, on note Ap := A⊗ Z[1/p].
Si k est un corps, on note k∗ := k\{0} le groupe multiplicatif de k, et k une cloˆture
se´parable de k. Si k′/k est une extension galoisienne de corps, G = Gal(k′/k) est le
groupe de Galois, etM est un G-module continu, on note Hi(G,M) le i-e`me groupe
de cohomologie galoisienne de G a` valeurs dans M , et on e´crit MG := H0(G,M)
pour le sous-module des e´le´ments fixe´s par G. Si k′ = k, on e´crit Hi(k,M) pour
Hi(G,M). Si X est un sche´ma et F un faisceau sur X pour la topologie e´tale sur
X , on note Hi(X,F ) = Hie´t(X,F ) les groupes de cohomologie e´tale.
Si k est un corps, ℓ un nombre premier diffe´rent de la caracte´ristique de k,
et n ≥ 1 un entier, on note µℓn le sche´ma en groupes fini e´tale des racines ℓ
n-
ie`mes de l’unite´. Si i > 0, on note µ⊗iℓn := µℓn ⊗ · · · ⊗ µℓn (i fois), et si i < 0 on
note µ⊗iℓn := Hom(µ
⊗(−i)
ℓn ,Z/ℓ
n), et µ⊗0ℓn := Z/ℓ
n. Si X est un k-sche´ma, on note
Hi(X,µ⊗jℓn ) les groupes de cohomologie e´tale associe´s. On note H
i(X,Qℓ/Zℓ(j)) la
limite directe des Hi(X,µ⊗jℓn ) pour n tendant vers l’infini. On note H
i(X,Zℓ(j)) la
limite projective des Hi(X,µ⊗jℓn ) et H
i(X,Qℓ(j)) := H
i(X,Zℓ(j)) ⊗Zℓ Qℓ. Si k est
se´parablement clos et X est propre et lisse, on note bi(X) := dimQℓ H
i(X,Qℓ) les
nombres de Betti de X .
Si k′/k est une extension de corps et X est un k-sche´ma, on note Xk′ := X×k k
′.
Si k′ = k, on e´crit X pour X ×k k.
Une varie´te´ sur k est un sche´ma se´pare´ de type fini sur le corps k. Si X est
un sche´ma, on note Hi(X,OX) les groupes de cohomologie de Zariski a` valeurs
dans le faisceau structural OX , on note Pic(X) le groupe de Picard H
1
Zar(X,Gm) ≃
H1e´t(X,Gm), et on note Br(X) le groupe de Brauer cohomologique H
2
e´t(X,Gm). Si
X est une varie´te´ connexe, propre et lisse sur un corps se´parablement clos, on note
NS(X) le groupe de Ne´ron-Severi de X (qui est un groupe de type fini), et on note
ρ(X) le rang de NS(X). Si X est une varie´te´ propre, lisse, ge´ome´triquement connexe
sur un corps k, on note q(X) la dimension du k-espace vectoriel H1(X,OX).
Si X est une varie´te´ sur un corps k, on note CHi(X) le groupe des cycles de
dimension i modulo e´quivalence rationnelle. Si X est lisse et irre´ductible de dimen-
sion d, on note CHi(X) := CHd−i(X). Si X est propre sur k, on note A0(X) le
noyau de l’homomorphisme de degre´ CH0(X)→ Z. Si X est irre´ductible, on note
X(j) l’ensemble des points de codimension j de X .
Si ℓ est un nombre premier inversible dans OX , on note H
i(X,µ⊗jℓn ) le faisceau
Zariski sur X associe´ au pre´faisceau U 7→ Hi(U, µ⊗jℓn ). Si X est un sche´ma, on note
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Ki le faisceau Zariski sur X associe´ au pre´faisceau U 7→ Ki(H
0(U,OX)), Ki e´tant
le i-e`me groupe de K-the´orie de Quillen.
Terminons par un rappel sur la condition (i) du the´ore`me 1.1. Soit k un corps
d’exposant caracte´ristique p et X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe. Supposons que X est ge´ome´triquement CH0-trivale, c’est-a`-dire que pour
tout corps alge´briquement clos Ω contenant k, l’application degre´ CH0(XΩ)⊗Q→
Q est un isomorphisme (pour une proprie´te´ e´quivalente, voir le lemme 3.5). Si cette
proprie´te´ est satisfaite, alors, pour tout corps F contenant k, le noyau A0(XF )
de la fle`che degre´ CH0(XF ) → Z est un groupe de torsion. Supposons de plus k
se´parablement clos. Un argument de correspondances (voir [ACP17, §1]) montre
qu’alors les proprie´te´s suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout ℓ premier, ℓ 6= p, on a b1(X) = dim(H
1(X,Qℓ)) = 0. La varie´te´ de
Picard re´duite Pic0X/k,red est triviale, et la varie´te´ d’Albanese, dont la dimension est
b1, est triviale. Le groupe de Picard Pic(X) de X co¨ıncide avec le groupe de Ne´ron-
Severi NS(X) de X , qui est un groupe de type fini. [On n’a pas ne´cessairement q =
dim(H1(X,OX)) = 0, comme le montre l’exemple de certaines surfaces d’Enriques
supersingulie`res en caracte´ristique 2, qui sont (inse´parablement) unirationnelles.]
(ii) Pour tout premier ℓ 6= p, la fle`che naturelle NS(X)⊗Zℓ → H
2(X,Zℓ(1)) est
un isomorphisme. En particulier le rang ρ du groupe de Ne´ron-Severi NS(X)⊗Qℓ
est e´gal au rang b2 du Qℓ-vectoriel H
2(X,Qℓ).
(iii) Si dim(X) = 2, la forme d’intersection sur Num(X) = NS(X)/NS(X)tors a
son discriminant de la forme ±pr pour un entier r ≥ 0.
Au moins en caracte´ristique ze´ro, Spencer Bloch a conjecture´ que toute surface
connexeX projective et lisse sur le corps des complexes avec b1 = 0 et b2−ρ = 0, est
ge´ome´triquement CH0-trivale. Cela a e´te´ e´tabli pour certaines surfaces [BKL76],
parmi lesquelles les surfaces d’Enriques.
En caracte´ristique p quelconque, y compris p = 2, les surfaces d’Enriques sont
ge´ome´triquement CH0-trivales. En caracte´ristique diffe´rente de 2, ceci se soit en
suivant la de´monstration de [BKL76], soit en utilisant le fait que ces surfaces se
rele`vent en des surfaces d’Enriques en caracte´ristique ze´ro [Lan83, Proof of Thm.
1.1], et en utilisant la fle`che de spe´cialisation de Fulton sur les groupes de Chow.
En caracte´ristique 2, les re´sultats de rele`vement et d’unirationalite´ [Lan83, Bla82]
donnent le re´sultat.
La conjecture de Bloch a e´te´ e´tablie pour des surfaces de type ge´ne´ral, par
exemple pour la surface de Godeaux quotient de la surface de Fermat de degre´ 5
par Z/5Z, si p 6= 5 (voir [IM79, Theorem 1, Remark p. 210]).
2. Le noyau de CH2(X)→ CH2(X)
2.1. Rappels. Rappelons d’abord des arguments remontant a` des travaux de Spen-
cer Bloch, et qu’on peut trouver de´taille´s dans [CTSS83] et [CT93].
Pour X/k une varie´te´ lisse sur un corps, et n > 0 entier premier a` la ca-
racte´ristique de k, on dispose de suites exactes
0→ H1Zar(X,K2)/n→ H
1
Zar(X,K2/n)→ CH
2(X)[n]→ 0
et si X est de plus inte`gre
0→ H1Zar(X,H
2(µ⊗2n ))→ H
3(X,µ⊗2n )→ H
3(k(X), µ⊗2n );
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voir [CT93, (3.11), (3.10)] (la premie`re utilise la conjecture de Gersten pour la
K-the´orie, e´tablie par Quillen, la deuxie`me utilise la conjecture de Gersten en co-
homologie e´tale, e´tablie par Bloch et Ogus). Ces deux re´sultats et le the´ore`me de
Merkurjev-Suslin donnent un isomorphisme de faisceaux K2/n
∼
−→ H2(µ⊗2n ).
Soient de´sormais k = F un corps fini et X une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´-
triquement connexe sur F. Soit ℓ un nombre premier distinct de la caracte´ristique
de F. En passant a` la limite directe sur les puissances de ℓ on obtient des suites
exactes
0→ H1Zar(X,K2)⊗Qℓ/Zℓ → H
1
Zar(X,H
2(Qℓ/Zℓ(2)))→ CH
2(X){ℓ} → 0
et
0→ H1Zar(X,H
2(Qℓ/Zℓ(2)))→ H
3(X,Qℓ/Zℓ(2))→ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)).
Il re´sulte des conjectures deWeil prouve´es par Deligne que le groupeH3(X,Qℓ/Zℓ(2))
est fini ; voir [CTSS83, The´ore`me 2, p.780]. Ainsi la fle`che compose´e
H1Zar(X,K2)⊗Qℓ/Zℓ → H
1
Zar(X,H
2(Qℓ/Zℓ(2))) →֒ H
3(X,Qℓ/Zℓ(2))
est nulle. On obtient en fin de compte la suite exacte
0→ CH2(X){ℓ} → H3(X,Qℓ/Zℓ(2))→ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)).
Par passage a` la limite sur les extensions de F on obtient une suite exacte ana-
logue pour X/F. On a donc un diagramme commutatif de suites exactes :
0 CH2(X){ℓ} H3(X,Qℓ/Zℓ(2)) H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2))
0 CH2(X){ℓ} H3(X,Qℓ/Zℓ(2)) H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)).
On en de´duit une suite exacte
0→ Ker[CH2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}]→(2.1)
Ker[H3(X,Qℓ/Zℓ(2))→ H
3(X,Qℓ/Zℓ(2))]→ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)),
qui est le de´but de la suite exacte (1.1).
Soit n ≥ 1 un entier. Si U ⊂ X est un ouvert, on a la suite spectrale de
Hochschild-Serre en cohomologie e´tale
Ep,q2 := H
p(F, Hq(U, µ⊗2ℓn )) =⇒ H
p+q(U, µ⊗2ℓn ).
Pour chaque ouvert U ⊂ X , on a donc une suite exacte
(2.2) 0→ H1(F, H2(U, µ⊗2ℓn ))→ H
3(U, µ⊗2ℓn )→ H
3(U, µ⊗2ℓn )
et aussi une suite exacte
(2.3) 0→ H1(F, H2(F(X), µ⊗2ℓn ))→ H
3(F(X), µ⊗2ℓn )→ H
3(F(X), µ⊗2ℓn ).
Par limite directe sur les coefficients µ⊗2ℓn pour n tendant vers l’infini, on a donc
les suites exactes
(2.4) 0→ H1(F, H2(U,Qℓ/Zℓ(2)))→ H
3(U,Qℓ/Zℓ(2))→ H
3(U,Qℓ/Zℓ(2))
et
(2.5)
0→ H1(F, H2(F(X),Qℓ/Zℓ(2)))→ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2))→ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)).
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On a donc une injection
θℓ : Ker[CH
2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}] →֒ H1(F, H2(X,Qℓ/Zℓ(2)))
Ces deux groupes sont finis, car le the´ore`me de Deligne sur les valeurs propres de
Frobenius implique que les groupes H1(F, H2(X,Qℓ/Zℓ(2))) et H
3(X,Qℓ/Zℓ(2))
sont finis ; voir [CTSS83, The´ore`me 2, p.780]. Ce the´ore`me implique aussi que l’on
a un isomorphisme de groupes finis
ρℓ : H
1(F, H2(X,Qℓ/Zℓ(2)))
∼
−→ H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors).
En composant avec l’application θℓ, on obtient une injection de groupes finis
ϕℓ : Ker[CH
2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}] →֒ H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors).
2.2. La fle`che ϕℓ est-elle un isomorphisme?
Proposition 2.1. Soit X une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe
sur un corps fini F. Soit ℓ un premier distinct de la caracte´ristique de F. Les e´nonce´s
suivants sont e´quivalents :
(i) L’application θℓ est un isomorphisme.
(ii) L’application ϕℓ est un isomorphisme.
(iii) Le compose´ de l’injection de groupes finis
H1(F, H2(X,Qℓ/Zℓ(2)))→ H
3(X,Qℓ/Zℓ(2))
et de l’application
H3(X,Qℓ/Zℓ(2))→ H
3(F(X),Qℓ/Zℓ(2))
est nul.
(iv) Le noyau de la fle`che H3(X,Qℓ/Zℓ(2)) → H
3(X,Qℓ/Zℓ(2)) a une image
nulle dans le groupe H3(F(X),Qℓ/Zℓ(2)).
(v) La fle`che naturelle H1(F, H2(X,Qℓ/Zℓ(2)))→ H
1(F, H2(F(X),Qℓ/Zℓ(2)))
est nulle.
(vi) Pour tout entier n ≥ 1, le noyau de la fle`che H3(X,µ⊗2ℓn )→ H
3(X,µ⊗2ℓn ) a
une image nulle dans H3(F(X), µ⊗2ℓn ).
(vii) La proprie´te´ pre´ce´dente vaut pour tout entier n suffisamment grand.
(viii) Pour tout entier n ≥ 1, la fle`che naturelle
H1(F, H2(X,µ⊗2ℓn ))→ H
1(F, H2(F(X), µ⊗2ℓn )) ⊂ H
3(F(X), µ⊗2ℓn )
est nulle.
(ix) La proprie´te´ pre´ce´dente vaut pour tout entier n suffisamment grand.
De´monstration. L’e´quivalence des proprie´te´s (i) a` (v) est formelle a` partir des suites
exactes mentionne´es ci-dessus, qui montrent aussi que les proprie´te´s (vi) et (vii) sont
e´quivalentes. La proprie´te´ (vii) implique la proprie´te´ (v) par limite inductive. Que
la proprie´te´ (iv) implique la proprie´te´ (vi) est une conse´quence du the´ore`me de
Merkurjev-Suslin [MS82], qui implique que pour tout corps k de caracte´ristique
diffe´rente de ℓ, les fle`ches naturelles H3(k, µ⊗2ℓn )→ H
3(k,Qℓ/Zℓ(2)) sont injectives.

8 JEAN-LOUIS COLLIOT-THE´LE`NE ET FEDERICO SCAVIA
Remarque 2.2. 1) L’application de groupes finis
H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors)→ H
1(F, H3(X,Zℓ(2)))tors
est injective mais pas a priori surjective.
2) On observera que les e´nonce´s (iii) a` (vi) se formulent purement en termes
de la cohomologie e´tale des varie´te´s sur les corps finis, ils ne font pas intervenir
la K-the´orie alge´brique. Mais pour passer des e´nonce´s au niveau Qℓ/Zℓ(2) a` tout
niveau fini µ⊗2ℓn , il faut utiliser le the´ore`me de Merkurjev-Suslin.
3) Ces e´nonce´s sont trivialement vrais pour X de dimension 1. Comme e´tabli
dans [CTSS83], ces e´nonce´s e´quivalents sont connus pour X de dimension 2.
Le lemme suivant est bien connu.
Lemme 2.3. Soit k un corps parfait dont le groupe de Galois absolu est procy-
clique. Soit M un k-groupe de type multiplicatif fini, Mˆ son groupe des caracte`res.
Supposons que la torsion de Mˆ est d’ordre premier a` la caracte´ristique de k. Alors
il existe une suite exacte de k-groupes alge´briques commutatifs lisses
1→M → P → Q→ 1
avec P un k-tore quasitrivial et Q un k-tore facteur direct d’un k-tore quasitrivial.
De´monstration. Rappelons qu’un k-tore T est appele´ quasitrivial si son groupe de
caracte`res Tˆ est un module galoisien de permutation et qu’il est appele´ coflasque
si H1(K, Tˆ ) = 0 pour toute extension de corps K/k. D’apre`s Endo et Miyata
[EM75, Lemma 1.1], pour tout k-groupe de type multiplicatif M il existe une suite
exacte de modules galoisiens 0 → Qˆ → Pˆ → Mˆ → 0 avec Pˆ de permutation et
Qˆ coflasque. Sous l’hypothe`se que le groupe de Galois absolu est procyclique, tout
module galoisien sans torsion de type fini qui est coflasque est un facteur direct
d’un module de permutation (Endo et Miyata, [EM75, Theorem 1.5]). Par dualite´
de Cartier, on conclut. 
Proposition 2.4. Soit X une varie´te´ projective et lisse, ge´ome´triquement connexe
sur un corps fini F. Soient F(X) son corps des fonctions rationnelles, et
Br1(X) := Ker[Br(X)→ Br(X)].
Supposons que le module galoisien de´fini par le groupe de Ne´ron-Severi ge´ome´trique
NS(X) de X est facteur direct d’un module de permutation (en particulier, NS(X)
est sans-torsion). Alors :
(a) On a Br1(XF′) = 0 pour toute extension finie F
′ de F.
(b) Pour tout F-tore R facteur direct d’un F-tore quasitrivial, on a
Ker[H2(X,R)→ H2(X,R)] = 0.
(c) Pour tout F-groupe de type multiplicatif fini M d’ordre premier a` la ca-
racte´ristique de F, l’image de Ker[H2(X,M)→ H2(X,M)] dans H2(F(X),M) est
nulle. 1
(d) Pour tout F-groupe de type multiplicatif fini M d’ordre premier a` la ca-
racte´ristique de F, l’image de H1(F, H1(X,M)) dans H1(F, H1(F(X),M)) est nulle.
1. La restriction NS(X) sans torsion est ne´cessaire. Soit X/F une surface d’Enriques sur un
corps fini F de caracte´ristique impaire. Supposons Pic(X) = Pic(X). Pour M = µ2, l’e´nonce´ (c)
est en de´faut.
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De´monstration. Pour une varie´te´ projective X ge´ome´triquement inte`gre sur un
corps k et k une cloˆture se´parable de k, et X = X ×k k, on a la suite exacte
Br(k)→ Br1(X)→ H
1(k,Pic(X)).
Si X de plus est lisse, on a une suite exacte de modules galoisiens
0→ JX(k)→ Pic(X)→ NS(X)→ 0,
ou` JX = Pic
0
X/k est la varie´te´ de Picard, qui est une varie´te´ abe´lienne, et NS(X) est
le groupe de Ne´ron-Severi ge´ome´trique. Pour k = F un corps fini, on a H1(F, J) = 0
(Lang) et Br(F) = 0. Sous l’hypothe`se faite sur le groupe de Ne´ron-Severi, on a
H1(F,NS(X)) = 0. On a donc Br1(X) = 0. Comme les hypothe`ses sont inchange´es,
ceci vaut encore sur toute extension finie. Ceci donne (a) et (b).
Soit
1→M → P → Q→ 1
une suite exacte donne´e par le lemme 2.3. Comme Q est facteur direct d’un tore qua-
sitrivial, le lemme de Shapiro et le the´ore`me 90 de Hilbert donnent H1(F(X), Q) =
0. On a donc une injection H2(F(X),M) →֒ H2(F(X), P ).
On a un diagramme commutatif
H2(X,M) H2(X,P )
H2(F(X),M) H2(F(X), P ).
D’apre`s (b), le noyau de Ker[H2(X,M) → H2(X,M)] a une image nulle dans
H2(X,P ). Il re´sulte alors du diagramme que l’image de Ker[H2(X,M)→ H2(X,M)]
dansH2(F(X),M) est nulle, soit (c). L’e´nonce´ (d) re´sulte alors de la suite des termes
de bas degre´ des suites spectrales de Hochschild-Serre. 
The´ore`me 2.5. Soient F un corps fini et ℓ un premier distinct de la caracte´ristique
de F. Soient Y et Z deux varie´te´s ge´ome´triquement connexes, projectives et lisses
sur F, de dimensions quelconques, et X := Y ×Z. Supposons que le module galoisien
de´fini par le groupe de Ne´ron-Severi ge´ome´trique NS(Y ) de Y est facteur direct d’un
module de permutation. Si les proprie´te´s e´quivalentes de la proposition 2.1 valent
pour Y et pour Z, alors elles valent pour X.
De´monstration. Soit n ≥ 1 un entier. Soient U ⊂ Y et V ⊂ Z des ouverts non
vides. Soit W := U × V . On a un homomorphisme Galois-e´quivariant
H2(U, µ⊗2ℓn )⊕ [H
1(U, µℓn)⊗H
1(V , µℓn)]⊕H
2(V , µ⊗2ℓn )→ H
2(W,µ⊗2ℓn ).
Les fle`ches H2(U, µ⊗2ℓn )→ H
2(W,µ⊗2ℓn ) et H
2(V , µ⊗2ℓn )→ H
2(W,µ⊗2ℓn ) sont induites
par les projections naturelles. La fle`che H1(U, µℓn) ⊗ H
1(V , µℓn) → H
2(W,µ⊗2ℓn )
est induite par les projections naturelles et le cup-produit.
Skorobogatov et Zarhin [SZ14, Theorem 2.6] ont montre´ que lorsque U = Y et
V = Z sont propres, cet homomorphisme est un isomorphisme
H2(Y , µ⊗2ℓn )⊕ [H
1(Y , µℓn)⊗H
1(Z, µℓn)]⊕H
2(Z, µ⊗2ℓn )
∼
−→ H2(X,µ⊗2ℓn ).
Ceci n’est pas une conse´quence formelle de la formule de Ku¨nneth en cohomologie
e´tale.
10 JEAN-LOUIS COLLIOT-THE´LE`NE ET FEDERICO SCAVIA
La projection X → Z induit un diagramme commutatif d’homomorphismes
H1(F, H2(Z, µ⊗2ℓn )) H
3(Z, µ⊗2ℓn ) H
3(F(Z), µ⊗2ℓn )
H1(F, H2(X,µ⊗2ℓn )) H
3(X,µ⊗2ℓn ) H
3(F(X), µ⊗2ℓn )
Par hypothe`se, la compose´e H1(F, H2(Z, µ⊗2ℓn )) → H
3(F(Z), µ⊗2ℓn ) est nulle. Ainsi
la fle`che compose´e
H1(F, H2(Z, µ⊗2ℓn ))→ H
1(F, H2(X,µ⊗2ℓn ))→ H
3(F(X), µ⊗2ℓn )
est nulle. Le meˆme argument vaut avec Y en place de Z.
Pour e´tablir l’e´nonce´ sur X , il reste a` voir que, pour tout n ≥ 1, la fle`che de
modules galoisiens
H1(Y , µℓn)⊗H
1(Z, µℓn)→ H
2(X,µ⊗2ℓn )→ H
2(F(X), µ⊗2ℓn )
induit une application nulle par application de H1(F,−).
Notons Mn := H
1(Z, µℓn).
Conside´rons le diagramme commutatif d’homomorphismes galoisiens
H2(X,µ⊗2ℓn ) H
1(Y , µℓn)⊗H
1(Z, µℓn) = H
1(Y , µℓn)⊗Mn H
1(Y , µℓn ⊗Mn)
H2(F(X), µ⊗2ℓn ) H
1(F(Y ), µℓn)⊗H
1(Z, µℓn) = H
1(F(Y ), µℓn)⊗Mn H
1(F(Y ), µℓn ⊗Mn).
Dans ce diagramme, les fle`ches horizontales de droite sont donne´es par les cup-
produits sur la cohomologie e´tale de Y et de F(Y ) :
H1(Y , µℓn)⊗H
0(F,Mn)→ H
1(Y , µℓn ⊗Mn)
et
H1(F(Y ), µℓn)⊗H
0(F,Mn)→ H
1(F(Y ), µℓn ⊗Mn).
La fle`che verticale de droite est injective car Y est normale. La fle`che horizon-
tale infe´rieure droite est Galois-e´quivariante pour l’action de Gal(F(Y )/F(Y )) ≃
Gal(F/F) (voir [GSz, Prop. 3.4.10.4]). La fle`che horizontale supe´rieure droite est
donc Gal(F/F) e´quivariante.
La fle`che infe´rieure droite est par ailleurs un isomorphisme de modules galoisiens.
Pour le voir, il suffit de conside´rer les groupes abe´liens sous-jacents. Comme groupe
abe´lien, le module Mn = H
1(Z, µℓn) est une somme directe ⊕iZ/ℓ
ri avec ri ≤ n.
Par la the´orie de Kummer, l’application
H1(F(Y ), µℓn)⊗Mn = H
1(F(Y ), µℓn)⊗H
0(F,Mn)→ H
1(F(Y ), µℓn ⊗Mn)
est donc un isomorphisme.
L’hypothe`se que NS(Y ) est un facteur direct d’un module de permutation et la
proposition 2.4 (d) donnent que l’application
H1(F, H1(Y , µℓn ⊗Mn))→ H
1(F, H1(F(Y ), µℓn ⊗Mn))
est nulle.
On en de´duit que l’application
H1(F, H1(Y , µℓn)⊗H
1(Z, µℓn))→ H
1(F, H1(F(Y ), µℓn)⊗H
1(Z, µℓn))
est nulle. Ceci implique alors que l’application
H1(F, H1(Y , µℓn)⊗H
1(Z, µℓn))→ H
1(F, H2(F(X), µ⊗2ℓn ))
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de´duite du diagramme ci-dessus est nulle, ce qu’il fallait de´montrer. 
Corollaire 2.6. Soit F un corps fini et ℓ un premier distinct de la caracte´ristique
de F. Soit S/F, resp. C/F, une surface, resp. une courbe, projective, lisse, ge´ome´-
triquement connexe. Alors :
(a) Les proprie´te´s e´quivalentes de la proposition 2.1 valent pour X = C × S.
(b) La fle`che
ϕℓ : Ker[CH
2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}] →֒ H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors)
est un isomorphisme de groupes finis.
(c) On a un isomorphisme
Ker[H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))]
∼
−→ Coker[CH2(X)→ CH2(X)G]{ℓ}.
De´monstration. On a NS(C) = Z avec action triviale du groupe de Galois. Les
conditions e´quivalentes de la proposition 2.1 sont connues pour une surface pro-
jective, lisse, ge´ome´triquement connexe. On obtient donc (b). Dans la suite exacte
(1.1), la fle`che injective de groupes finis
Ker[CH2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}] →֒ H1(F, H3(X,Zℓ(2))tors)
est donc surjective. La suite exacte (1.1) donne alors (c). 
3. Correspondances et de´but de preuve
La Nature est un temple ou` de vivants piliers
Laissent parfois sortir de confuses paroles ;
L’homme y passe a` travers des foreˆts de symboles
Qui l’observent avec des regards familiers.
(Sonnet des Correspondances, Charles Baudelaire)
3.1. Sur un corps alge´briquement clos. Soient k un corps alge´briquement clos
d’exposant caracte´ristique p. Soient C une courbe connexe, projective et lisse sur
k, S une surface connexe, projective et lisse sur k, et X := C × S.
Notons p : X → C et q : X → S les deux projections 2.
On a un homomorphisme
µ : Pic(C)⊗ Pic(S)
p∗⊗q∗
−−−−→ Pic(X)⊗ Pic(X)→ CH2(X),
ou` l’homomorphisme a` droite est la fle`che d’intersection. Soit
λ : CH2(X)→ Hom(Pic(S), CH0(C)), λ(∆) := p∗(q
∗(−) ∩∆),
tel que λ(∆) : Pic(S) → CH0(C) est l’homomorphisme standard induit par une
correspondance ∆ ; voir par exemple [Ful98, Definition 16.1.2]. Enfin, on a un ho-
momorphisme
ν : Pic(C)⊗ Pic(S)
µ
−→ CH2(X) = CH1(X)
q∗
−→ CH1(S) = Pic(S).
2. La lettre p est ici utilise´e dans deux acceptions distinctes, mais aucune confusion n’est
possible.
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Lemme 3.1. (i) L’application compose´e
λ ◦ µ : Pic(C)⊗ Pic(S)→ CH2(X)→ Hom(Pic(S), CH0(C))
envoie un e´le´ment z⊗D sur l’application qui envoie un e´le´ment E ∈ Pic(S)
sur deg(D · E) · z, ou` (D ·E) ∈ CH0(S).
(ii) L’application ν : Pic(C) ⊗ Pic(S) → Pic(S) envoie un e´le´ment z ⊗D sur
deg(z) ·D.
De´monstration. On utilisera le diagramme carte´sien e´vident
X S
C Spec k.
q
p r
s
(i) On veut de´montrer que l’on a p∗((p
∗(z) · q∗(D)) · q∗(D)) = deg(D ·E) · z. Par la
formule de projection, on a
p∗((p
∗(z) · q∗(D)) · q∗(E)) = p∗(p
∗(z) · q∗(D · E)) = z · p∗q
∗(D · E).
En utilisant le diagramme ci-dessus, on obtient
p∗q
∗(D · E) = s∗r∗(D · E) = s
∗(deg(D ·E)) = deg(D · E)[C].
On conclut que l’on a z · p∗q
∗(D ·E) = deg(D ·E) · z.
(ii) On veut montrer que l’on a q∗((p
∗(z) · q∗(D)) = deg(z) ·D. Par la formule
de projection, on a
q∗((p
∗(z) · q∗(D)) = q∗p
∗(z) ·D.
Par le diagramme ci-dessus, on a
q∗p
∗(z) ·D = r∗s∗(z) ·D = r
∗(deg(z)) ·D = deg(z) ·D. 
Proposition 3.2. Soit k un corps alge´briquement clos d’exposant caracte´ristique p.
Soit C/k une courbe projective et lisse connexe. Soit S une surface projective, lisse
sur k et connexe. Supposons que Pic(S) est de type fini et que le discriminant de
la forme d’intersection sur Num(S) = NS(S)/NS(S)tors est de la forme ±p
r pour
un entier r ≥ 0, ce qui est le cas si l’on a b1 = 0 et b2 − ρ = 0. Soit X = C × S.
Alors :
(i) La fle`che compose´e
Pic(C)⊗ Pic(S)→ CH2(X)
λ
−→ Hom(Pic(S),Pic(C))
se factorise comme
Pic(C) ⊗ Pic(S)→ Pic(C)⊗Num(S)
→ Hom(Num(S),Pic(C))→ Hom(Pic(S),Pic(C))
ou` la premie`re fle`che est une surjection, la dernie`re fle`che une injection et
la fle`che me´diane a noyau et conoyau finis p-primaires.
(ii) Le noyau N de l’homorphisme naturel
Pic(C)⊗ Pic(S)→ CH2(X)
obtenu par image re´ciproque via chacune des projections, et intersection sur
X, est un groupe fini p-primaire.
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(iii) Soit L = k(C) le corps des fonctions de la courbe C. La restriction de la
projection p : X → C au-dessus du point ge´ne´rique de C induit une fle`che
surjective CH2(X)→ CH2(SL) et une suite exacte
0→ N → Pic(C)⊗ Pic(S)→ CH2(X)→ CH2(SL)→ 0.
avec N un groupe fini p-primaire.
(iv) La fle`che λ : CH2(X)→ Hom(Pic(S),Pic(C)) induit un homomorphisme
CH2(SL)→ Hom(Pic(S)tors,Pic(C)).
De´monstration. On utilise tacitement le fait que Pic(C) ≃ Z⊕Pic0(C), et que pour
tout entier n > 0 la multiplication par n sur Pic0(C) est surjective a` noyau fini.
(i) Vu le lemme 3.1(i), cette fle`che compose´e se factorise par
Pic(C) ⊗Num(S)→ Hom(Num(S),Pic(C)).
L’hypothe`se sur S et la forme d’intersection donnent une suite exacte
0→ Num(S)→ Hom(Num(S),Z)→ R→ 0
avec R fini p-primaire. Si l’on tensorise cette suite exacte par Pic(C) et l’on utilise
la structure de Pic(C), on voit que l’homomorphisme
Pic(C)⊗Num(S)→ Hom(Num(S),Z)⊗ Pic(C) = Hom(Num(S),Pic(C))
a noyau et conoyau finis p-primaires. Notons pr l’exposant du noyau.
(ii) Soit α dans le noyau de Pic(C)⊗Pic(S)→ CH2(X). Ce groupe est contenu
dans le noyau de l’application compose´e avec λ :
Pic(C) ⊗ Pic(S)→ Hom(Pic(S),Pic(C)).
L’image de pr · α dans Pic(C) ⊗Num(S) est nulle.
On a la suite exacte
(3.1) 0→ Pic(S)tors → Pic(S)→ Num(S)→ 0
qui est scinde´e comme suite de groupes abe´liens. On a donc une suite exacte
0→ Pic(C)⊗ Pic(S)tors → Pic(C)⊗ Pic(S)→ Pic(C) ⊗Num(S)→ 0.
Ainsi β = pr ·α est dans l’image du groupe fini Pic(C)⊗Pic(S)tors. Fixons un point
P ∈ C(k). Comme le groupe Pic0(C) est divisible, et donc Pic0(C)⊗Pic(S)tors = 0,
l’e´le´ment β peut s’e´crire n · (P ⊗D) avec D ∈ Pic(S)tors et n un entier.
Par hypothe`se, l’image de α, et donc de β dans CH2(X) est nulle. Utilisons
maintenant l’application CH2(X)→ Pic(S) et le lemme 3.1(ii). On obtient n ·D =
0 ∈ Pic(S). Donc β = 0 et pr · α = 0. On conclut que le noyau de
Pic(C)⊗ Pic(S)→ CH2(X)
est contenu dans le sous-groupe de Pic(C)⊗ Pic(S) annule´ par pr. Ce sous-groupe
est un groupe fini.
(iii) Pour toute courbe projective et lisse connexe C sur k alge´briquement clos
et toute varie´te´ projective et lisse connexe S sur k, la restriction de la projection
X = C×S → C au point ge´ne´rique de C induit la suite exacte de localisation bien
connue
⊕x∈C(1) Pic(Sx)→ CH
2(X)→ CH2(SL)→ 0,
soit encore
Div(C)⊗ Pic(S)→ CH2(X)→ CH2(SL)→ 0.
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Elle induit une suite exacte
Pic(C) ⊗ Pic(S)→ CH2(X)→ CH2(SL)→ 0.
Dans le cas ici conside´re´, on a e´tabli que la fle`che Pic(C) ⊗ Pic(S) → CH2(X) a
son noyau fini p-primaire.
L’e´nonce´ (iv) re´sulte de la suite exacte (3.1) et du fait que l’application compose´e
Pic(C) ⊗ Pic(S) → CH2(X) → Hom(Pic(S),Pic(C)) se factorise par le groupe
Hom(Num(S),Pic(C)). 
3.2. Sur un corps fini. Soit g un groupe profini, h ⊂ g un sous-groupe normal
ouvert. Soit G = g/h. Soient M et N deux g-modules continus discrets.
On a un homomorphisme de groupes abe´liens
θh : M
h ⊗Nh →M ⊗N
de´fini par
(m⊗ n) 7→
∑
g∈G
g(m⊗ n) =
∑
g∈G
g(m)⊗ g(n).
On ve´rifie imme´diatement que l’image de θh est dans (M ⊗ N)
g. On conside`re
l’application
ΘM,N := ⊕h⊂gθh :
⊕
h⊂g
(Mh ⊗Nh)→ (M ⊗N)g.
Lemme 3.3. Soient F un corps fini et g = Gal(F/F). Soient M un g-module de
type fini, et N un g-module. Supposons que N satisfait H1(h, N) = 0 pour tout
sous-groupe ouvert h ⊂ g. Alors ΘM,N est surjective.
De´monstration. On commence par l’e´tablir pour un g-module de la forme M =
Z[g/h]. C’est un e´nonce´ ge´ne´ral. Notons que l’on a M = Mh. Dans ce cas, pour
tout g-module N , on a Nh
∼
−→ (Z[g/h] ⊗ N)g, la fle`che e´tant donne´e par n 7→∑
σ∈G σ ⊗ (σ · n). Ceci implique que la fle`che M
h ⊗Nh → (M ⊗N)g donne´e par
m⊗ n 7→
∑
g∈G
g(m)⊗ g(n)
est surjective. On en de´duit que pour tout g-module P de permutation et tout
g-module N l’application ΘP,N est surjective.
Soit maintenant M un g-module de type fini. Comme rappele´ au lemme 2.3, on
a une suite exacte courte de g-modules
0→ Q→ P →M → 0,
ou` P est un g-re´seau de permutation and Q est un facteur direct d’un g-re´seau de
permutation.
Tensorisons la suite exacte ci-dessus par N . On obtient une suite exacte
0→ R→ Q⊗N → P ⊗N →M ⊗N → 0,
ou` R est un g-module de torsion. Cette suite se coupe en deux suites exactes
0→ R→ Q⊗N → S → 0
et
0→ S → P ⊗N →M ⊗N → 0.
La premie`re donne la suite exacte
H1(g, Q⊗N)→ H1(g, S)→ H2(g, R).
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L’hypothe`se faite sur N dans le lemme, le fait que Q est un facteur direct d’un
module de permutation, et le lemme de Shapiro, donnent H1(g, Q ⊗ N) = 0. Par
ailleurs, comme F est un corps fini et R est de torsion, on a H2(g, R) = 0. On a donc
H1(g, S) = 0. La deuxie`me suite exacte donne alors que l’application (P ⊗N)g →
(M ⊗N)g est surjective.
L’homomorphisme P →M induit le diagramme commutatif suivant :
⊕
h⊂g(P
h ⊗Nh) (P ⊗N)g
⊕
h⊂g(M
h ⊗Nh) (M ⊗N)g.
ΘP,N
ΘM,N
Le fait que ΘP,N est surjectif implique donc que ΘM,N est surjectif. 
Proposition 3.4. Soit F un corps fini de caracte´ristique p. Soit G = Gal(F/F). Soit
C/F une courbe projective, lisse et ge´ome´triquement connexe. Soit K = F(C) et L =
F(C). Soit S/F une surface projective, lisse et ge´ome´triquement connexe. Supposons
que Pic(S) est de type fini et que le discriminant de la forme d’intersection sur le
re´seau Num(S) = NS(S)/NS(S)tors est de la forme ±p
r pour un entier r ≥ 0, ce
qui est le cas si l’on a b1 = 0 et b2 − ρ = 0. Soit X = C ×F S. Alors :
(i) La suite exacte
0→ (Pic(S)⊗ Pic(C))p → CH
2(X)p → CH
2(SL)p → 0
obtenue a` partir de celle de la proposition 3.2 par tensorisation par Z[1/p] induit
une suite exacte
0→ (Pic(S)⊗ Pic(C))Gp → CH
2(X)Gp → CH
2(SL)
G
p → 0.
(ii) L’image de (Pic(S) ⊗ Pic(C))G → CH2(X)G est incluse dans l’image de
CH2(X)→ CH2(X)G.
(iii) La restriction CH2(X)→ CH2(SL) induit un isomorphisme de groupes de
torsion
Coker[CH2(X)→ CH2(X)G]p
∼
−→ Coker[CH2(SK)→ CH
2(SL)
G]p
et ce dernier groupe est isomorphe a` Coker[A0(SK)→ A0(SL)
G]p.
De´monstration. Sur X = C × S, les correspondances conside´re´es dans la sous-
section 3.1 induisent des homomorphismes G-e´quivariants.
On conside`re la suite de cohomologie galoisienne associe´e a` la suite tensorise´e par
Z[1/p]. Notons M le noyau de CH2(X)→ CH2(SL). Par la suite de la proposition
3.2(iii), on a (Pic(C)⊗Pic(S))p
∼
−→Mp. Ceci donne la premie`re suite exacte de (i).
Par passage a` la cohomologie galoisienne, on de´duit formellement une suite exacte
0→ (Pic(S)⊗ Pic(C))Gp → CH
2(X)Gp → CH
2(SL)
G
p
et le fait que la dernie`re fle`che est surjective si et seulement si la fle`che
H1(G,Pic(S)⊗ Pic(C))p → H
1(G,CH2(X))p
est injective. Ici on utilise le fait que, comme Z[1/p] est Z-plat, la cohomologie et
les G-invariants en particulier commutent avec tensorisation par Z[1/p]. On a :
Pic(S)⊗ Pic(C) = Pic(S)⊕ [Pic(S)⊗ Pic0(C)].
16 JEAN-LOUIS COLLIOT-THE´LE`NE ET FEDERICO SCAVIA
On va maintenant utiliser le fait que le corps de base F est fini. Pour la courbe
C projective et lisse sur le corps fini F, on a H1(F, R ⊗ Pic0(C)) = 0 pour tout
module galoisien de type fini R (conse´quence du the´ore`me de Lang). La fle`che
H1(F,Pic(S)) → H1(F,Pic(S) ⊗ Pic(C)) de´finie par le choix d’un ze´ro-cycle de
degre´ 1 sur C est donc un isomorphisme. L’application compose´e
Pic(S)→ Pic(S)⊗ Pic(C)→ CH2(X)→ Pic(S),
ou` la troisie`me fle`che est induite par la projection X → S, est l’identite´. On conclut
que
H1(F,Pic(S)⊗ Pic(C))→ H1(F, CH2(X))
est injectif, ce qui e´tablit (i).
Appliquons maintenant le lemme 3.3 a` M = Pic(S) et N = Pic(C). Comme F
est un corps fini, l’hypothe`se H1(F′,Pic(C)) = 0 pour toute extension finie F′/F est
satisfaite. Par ailleurs, pour F′/F extension finie, le sous-groupeMF′ deM forme´ des
invariants sous Gal(F/F′) est e´gal a` Pic(SF′). De meˆme pour N = Pic(C). D’apre`s
le lemme, l’image de (Pic(S) ⊗ Pic(C))G dans CH2(X)G co¨ıncide avec la re´union
des images des MF′ ⊗ NF′ par l’application compose´e de MF′ ⊗ NF′ → CH
2(XF′)
et la norme, c’est-a`-dire la somme
∑
σ∈Gal(F′/F) σ. L’application
∑
σ∈Gal(F′/F)
σ : CH2(XF′)→ CH
2(XF′)
se factorise comme la compose´e de la norme CH2(XF′)→ CH
2(X) et de la fle`che
de restriction CH2(X)→ CH2(XF′). Ceci e´tablit (ii).
Comme F est un corps fini, la surface ge´ome´triquement inte`gre S/F posse`de un
ze´ro-cycle de degre´ 1 (Lang–Weil). Comme la restriction CH2(X)→ CH2(SK) est
surjective, l’e´nonce´ (iii) re´sulte des deux autres e´nonce´s. 
Lemme 3.5. Soient k un corps et X/k une varie´te´ projective, lisse et ge´ome´triquement
connexe. Supposons que A0(XΩ)⊗Q = 0 pour toute extension alge´briquement close
Ω/k. Alors A0(XΩ) = 0 pour toute extension alge´briquement close Ω/k.
De´monstration. Soit A la varie´te´ d’Albanese de X . Pour tout corps alge´briquement
clos Ω on a un homomorphisme surjectif A0(XΩ)→ A(Ω). Par hypothe`se, pour tout
corps alge´briquement clos Ω, on a A0(XΩ)⊗Q = 0, et donc A(Ω)⊗Q = 0. Comme A
est une varie´te´ abe´lienne, si A 6= 0 il existe Ω tel que A(Ω) n’est pas de torsion. Par
exemple, si on prend Ω contenant k(A), le point de A(Ω) correspondant a` l’identite´
de A n’est pas de torsion. On en de´duit que A = 0. Par le the´ore`me de Roitman
[Roj80, Blo79, Mil82], l’homomorphisme A0(XΩ)→ A(Ω) induit un isomorphisme
sur la torsion. Comme A(Ω) = 0, on obtient que A0(XΩ) est sans torsion. D’apre`s
[Blo76, Lemma 1.3], le groupe A0(XΩ) est divisible, et donc uniquement divisible.
L’hypothe`se A0(XΩ)⊗Q = 0 entraˆıne alors A0(XΩ) = 0. 
The´ore`me 3.6. Soit F un corps fini de caracte´ristique p. Soit G = Gal(F/F).
Soit C/F une courbe projective, lisse et ge´ome´triquement connexe. Soit K = F(C)
et L = F(C). Soit S/F une surface projective, lisse et ge´ome´triquement connexe
satisfaisant b1 = 0 et b2 − ρ = 0, et soit X := S × C. Avec les notations de la
proposition 3.4, les e´nonce´s (a), (b) (c) suivants sont e´quivalents :
(a) On a Ker[H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))] = 0.
(b) Le conoyau, de torsion, de l’application naturelle de groupes A0(SK) →
A0(SL)
G n’a pas de torsion ℓ-primaire.
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Supposons de plus que la surface S est ge´ome´triquement CH0-triviale. Alors les
conditions ci-dessus sont e´quivalentes a` :
(c) La fle`che A0(SF(C)){ℓ} → A0(SF(C)){ℓ}
G est surjective.
De´monstration. Par le corollaire 2.6, on a un isomorphisme de groupes finis
Ker[CH2(X)→ CH2(X)]{ℓ}
∼
−→ H1(F, H3(X,Zℓ(2))).
Sans meˆme avoir a` identifier les fle`ches, un argument de comptage et la suite exacte
(1.1) donnent un isomorphisme
Ker[H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))→ H
3
nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2))]
∼
−→ Coker[CH2(X)→ CH2(X)G] {ℓ} ,
et par la proposition 3.4 ce groupe est isomorphe a` Coker[A0(SK)→ A0(SL)
G]{ℓ}.
Ceci donne l’e´quivalence de (a) et (b). Si la surface S est ge´ome´triquement CH0-
triviale, alors les groupes A0(SF(C)) et A0(SF(C)) sont de torsion, ce qui donne
l’e´quivalence de (b) et (c). 
The´ore`me 3.7. Supposons que la conjecture de Tate vaut pour toutes les surfaces
sur les corps finis. Avec les notations et hypothe`ses du the´ore`me 3.6, sous l’hypothe`se
que la surface S est ge´ome´triquement CH0-triviale, les e´nonce´s (a), (b) ou (c)
impliquent :
Le groupe H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) est nul, et l’application cycle CH
2(X) ⊗ Zℓ →
H4(X,Zℓ(2)) est surjective.
De´monstration. Soit ι : C →֒ C × S une immersion ferme´e associe´e a` un F-point
de S. Soit Ω un corps alge´briquement clos contenant F. Par le lemme 3.5, on a
A0(SΩ) = 0. On de´duit aise´ment que l’homomorphisme CH0(CΩ) → CH0(XΩ)
induit par ι est surjectif.
Par le corollaire 5.11 ci-dessous, qui utilise un the´ore`me de C. Schoen (c’est ici
qu’on utilise la conjecture de Tate pour les surfaces), on a alors
H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) = 0.
Sous l’hypothe`se (a) on a donc
H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) = 0.
Par ailleurs, la surjectivite´ de CH0(CΩ) → CH0(XΩ) et [CTK13, Prop. 3.23]
donnent que l’application cycle CH2(X)⊗ Zℓ → H
4(X,Zℓ(2)) pour le solide X a
son conoyau fini. D’apre`s le the´ore`me 5.10 rappele´ ci-dessous, ce quotient est alors
e´gal a` un quotient de H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)), et donc est nul. On a donc montre´ que
l’application cycle
CH2(X)⊗ Zℓ → H
4(X,Zℓ(2))
est surjective. 
4. Ze´ro-cycles de degre´ ze´ro sur SL et fin de preuve
The´ore`me 4.1. (Raskind) Soient k un corps d’exposant caracte´ristique p et Z une
k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. On a les proprie´te´s suivantes :
(a) L’application de restriction CH2(Zk[[t]]) → CH
2(Zk((t))) est un isomor-
phisme.
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(b) Pour chaque premier ℓ 6= p, on a une injection
CH2(Zk[[t]]) {ℓ} →֒ CH
2(Zk) {ℓ} ,
(c) Pour chaque premier ℓ 6= p, on a une injection
CH2(Zk((t))) {ℓ} →֒ CH
2(Zk) {ℓ} ,
De´monstration. Par [Ras89, Proposition 1.2], on a une suite exacte
H1Zar(Zk((t)),K2)→ Pic(Z)→ CH
2(Zk[[t]])→ CH
2(Zk((t)))→ 0.
Si [L] ∈ Pic(Z), la fle`che
Pic(Z)⊗ k((t))∗ → H1Zar(Zk((t)),K2)→ Pic(Z)
envoie [L] ⊗ t sur L ; voir le carre´ commutatif dans la preuve de [Ras89, Propo-
sition 1.3]. La fle`che H1Zar(Zk((t)),K2) → Pic(Z) est donc surjective. On a donc
CH2(Zk[[t]]) = CH
2(Zk((t))). Par [Ras89, Theorem 1.9], pour chaque premier ℓ 6= p,
on a une injection
CH2(Zk[[t]]) {ℓ} →֒ CH
2(Zk) {ℓ} .
La combinaison de ces re´sultats donne le the´ore`me. 
On va utiliser le the´ore`me 4.2 ci-dessous, dont la de´monstration repose sur les
re´sultats de Merkurjev et Suslin [MS82], sur le the´ore`me 90 de Hilbert pour K2
[CT83], et sur de nombreux re´sultats du travail [CTR85] de Raskind et du pre-
mier auteur. En caracte´ristique ze´ro, on trouvera une de´monstration de´taille´e de ce
the´ore`me dans l’article [CTV12] : c’est le the´ore`me 8.7 de [CTV12], ou` l’hypothe`se
b2 − ρ = 0 est remplace´e par l’hypothe`se H
2(X,OX) = 0, qui lui est e´quivalente
en caracte´ristique nulle. En caracte´ristique p > 0, si on prend comme hypothe`se
b2 − ρ = 0 on voit en suivant les divers arguments donne´s dans [CTV12, thm. 8.7]
et en se re´fe´rant a` [CTR85] (voir en particulier [CTR85, Rem. 2.14] et [CTR85,
Remark 3.7.1]) que tout vaut a` la p-torsion pre`s. Sur un corps parfait, le the´ore`me
est aussi e´tabli dans [CTK13, Thm. 6.3] et [CTK13, Thm. 6.6]. C’est d’ailleurs
ainsi que sur un corps fini la suite exacte (1.1) est e´tablie dans [CTK13]. On notera
que si l’on prend pour L un corps fini, on a la suite exacte de´crite ci-dessous sans
supposer b2 − ρ = 0 . Sur un corps L parfait de caracte´ristique p > 0, la p-torsion
est aussi controˆle´e (Gros et Suwa [GS88]).
The´ore`me 4.2. Soit L un corps de caracte´ristique p ≥ 0, et ℓ 6= p un premier.
Supposons cdℓ(L) ≤ 1. Soit L une cloˆture se´parable de L, et G = Gal(L/L). Soit X
une L-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe posse´dant un ze´ro-cycle
de degre´ 1. Supposons que le rang ρ du groupe de Ne´ron-Severi de X est e´gal au
deuxie`me nombre de Betti ℓ-adique b2 = dimH
2(X,Qℓ). On a alors une suite exacte
naturelle
0→ Ker[CH2(X){ℓ} → CH2(X){ℓ}]→ H1(G,H3(X,Zℓ(2)){ℓ})
→ Ker[H3nr(L(X)/L,Qℓ/Zℓ(2))→ H
3
nr(L(X)/L,Qℓ/Zℓ(2))]
→ Coker[CH2(X)→ CH2(X)G]{ℓ} → 0.
Corollaire 4.3. Soit L un corps de caracte´ristique p ≥ 0, et ℓ 6= p un premier.
Supposons cdℓ(L) ≤ 1. Soit L une cloˆture se´parable de L, et G = Gal(L/L). Soit S
une L-surface projective, lisse, ge´ome´triquement connexe.
(a) Si l’on a b1 = 0 et b2 − ρ = 0, alors on a une suite exacte naturelle
0→ A0(S){ℓ} → H
1(G,H3(S,Zℓ(2)){ℓ})→ H
3
nr(L(S)/L,Qℓ/Zℓ(2)).
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(b) Si de plus S est ge´ome´triquement CH0-triviale et posse`de un ze´ro-cycle de
degre´ 1, alors on a une suite exacte naturelle
0→ A0(S){ℓ} → H
1(G,H3(S,Zℓ(2)){ℓ})→ H
3
nr(L(S)/L,Qℓ/Zℓ(2))→ 0.
De´monstration. Comme S est une surface, le corps L(S) est de ℓ-dimension cohomo-
logique 2, donc H3(L(S),Qℓ/Zℓ(2)) = 0. Si b1 = 0, alors A0(S){ℓ} = 0 par le
the´ore`me de Roitman [Roj80, Blo79]. L’e´nonce´ (a) re´sulte alors du the´ore`me 4.2.
Si la surface S est ge´ome´triquement CH0-triviale, alors, d’apre`s le lemme 3.5, la
fle`che degre´ CH0(S)→ Z est surjective a` noyau de torsion p-primaire, et l’existence
d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur la surface S donne alors
Coker[CH2(S)→ CH2(S)G]{ℓ} = 0.
L’e´nonce´ (b) re´sulte alors du the´ore`me 4.2. 
The´ore`me 4.4. Soient k un corps parfait d’exposant caracte´ristique p et k/k une
cloˆture se´parable. Soient C et S des k-varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement
connexes de dimension 1 et 2, respectivement. Soit X = S×kC. Notons K := k(C)
et L := k(C).
(a) Si la surface S satisfait b1 = 0 et b2 − ρ = 0, alors pour tout premier ℓ 6= p,
on a une suite exacte 3 Gal(k/k)-e´quivariante de groupes finis
0→ A0(SL) {ℓ} → HomZ(Pic(S){ℓ}, J(C)(k))→ H
3
nr(k(X)/k,Qℓ/Zℓ(2)).
(b) Si de plus S est ge´ome´triquement CH0-triviale et posse`de un ze´ro-cycle de
degre´ 1, alors, pour tout premier ℓ 6= p, on a une suite exacte Gal(k/k)-e´quivariante
de groupes finis
0→ A0(SL) {ℓ} → HomZ(Pic(S){ℓ}, J(C)(k))→ H
3
nr(k(X)/k,Qℓ/Zℓ(2))→ 0.
De´monstration. Soit L = k(C). Pour chaque x ∈ C
(1)
, on note par Lx ≃ k((t)) le
corps des fractions de l’anneau local comple´te´ de C en x.
Donnons la de´monstration de (b). La de´monstration de (a) est identique, on
enle`ve simplement le ze´ro a` droite dans les suites exactes ci-dessous. Le the´ore`me
de Sato et Saito cite´ ci-dessous n’intervient que pour la partie (b).
On applique le corollaire 4.3 a` SL et SLx pour chaque x ∈ C
(1)
. Comme cd(L) =
cd(Lx) = 1, pour tout ℓ 6= p on obtient le diagramme commutatif suivant :
0 A0(SL) {ℓ} H
1(L,H3(S,Zℓ(2))tors) H
3
nr(L(S)/L,Qℓ/Zℓ(2)) 0
0
∏
x∈C
(1) A0(SLx) {ℓ}
∏
x∈C
(1) H1(Lx, H
3(S,Zℓ(2))tors)
∏
x∈C
(1) H3nr(Lx(S)/Lx,Qℓ/Zℓ(2)) 0.
L’hypothe`se b1 = 0 et le the´ore`me de Roitman [Roj80, Blo79] donnent A0(S){ℓ} =
0. D’apre`s le The´ore`me 4.1, on a donc A0(SLx) {ℓ} = 0 pour tout x ∈ C
(1)
.
Le noyau de
H3nr(L(S)/L,Qℓ/Zℓ(2))→
∏
x∈C
(1)
H3nr(Lx(S)/Lx,Qℓ/Zℓ(2))
est un sous-groupe de H3nr(k(X)/k,Qℓ/Zℓ(2)), comme on voit en conside´rant les
re´sidus aux points ge´ne´riques des diviseurs Sx ⊂ X . Ce noyau co¨ıncide en fait avec
3. Nous ne savons pas si la fle`che A0(SL) {ℓ} → Hom(Pic(S){ℓ}, J(C)(k)), qui est de´finie par
la K-the´orie alge´brique, est induite par la fle`che CH2(SL) → Hom(Pic(S)tors,Pic(C)) obtenue
par les correspondances a` la proposition 3.2 (iv).
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H3nr(k(X)/k,Qℓ/Zℓ(2)) : cela re´sulte d’un the´ore`me de K. Sato et S. Saito ([SS10,
Thm. 2.13], [CT15, Thm. 3.16]) applique´ au sche´ma S ×k k[[t]].
Du diagramme ci-dessus on de´duit donc une suite exacte
0→ A0(SL) {ℓ} → B → H
3
nr(k(X)/k,Qℓ/Zℓ(2))→ 0.
ou`
B := Ker[H1(L,H3(S,Zℓ(2))tors)→
∏
x∈C
(1)
H1(Lx, H
3(S,Zℓ(2))tors)].
Il nous reste a` identifier ce groupeB. Comme L contient k, les actions des groupes
Gal(K/L) et Gal(Lx/Lx) sur le module H
1(L,H3(S,Zℓ(2))tors) sont triviales. Pour
tout n ≥ 1, il est clair que
H1(C,Z/ℓn) ⊆ Ker[H1(L,Z/ℓn)→
∏
x∈C
(1)
H1(Lx,Z/ℓ
n)].
Par ailleurs, on a une suite exacte
0→ H1(C,Z/ℓn)→ H1(L,Z/ℓn)→
∏
x∈C
(1)
H0(k(x), µ
⊗(−1)
ℓn );
voir [CT95, (3.7)]. Pour tout x ∈ C
(1)
, le re´sidu H1(L,Z/ℓn) → H0(k(x), µ
⊗(−1)
ℓn )
se factorise comme
H1(L,Z/ℓn)→ H1(Lx,Z/ℓ
n)→ H0(k(x), µ
⊗(−1)
ℓn ),
et donc
Ker[H1(L,Z/ℓn)→
∏
x∈C
(1)
H1(Lx,Z/ℓ
n)] = H1(C,Z/ℓn).
On en de´duit que le noyau de
H1(L,H3(S,Zℓ(2))tors)→
∏
x∈C
(1)
H1(Lx, H
3(S,Zℓ(2))tors)
co¨ıncide avec H1(C,H3(S,Zℓ(2))tors).
On a une suite exacte courte
0→ Br(X)◦{ℓ} → Br(X){ℓ} → H3(S,Zℓ(2)) {ℓ} → 0,
ou` Br(X)◦ {ℓ} ≃ (Qℓ/Zℓ)
b2−ρ est le sous-groupe divisible maximal de Br(X){ℓ} ;
voir [Gro68, (8.9)]. Comme b1 = 0, on a Pic(S) = NS(S). D’apre`s [Gro68, (8.12)],
on a donc des isomorphismes
H3(S,Zℓ(2)) {ℓ} ≃ Hom(NS(S) {ℓ} ,Qℓ/Zℓ(1)) ≃ Hom(Pic(S) {ℓ} ,Qℓ/Zℓ(1)).
Notons M := H3(S,Zℓ(2)) {ℓ}. L’isomorphisme ci-dessus dit que le dual de Car-
tier Mˆ = Hom(M,Qℓ/Zℓ(1)) de M est le module galoisien Pic(S) {ℓ}. L’accouple-
ment M × Mˆ → Qℓ/Zℓ(1) et la dualite´ de Poincare´ sur la courbe C donnent un
accouplement e´quivariant non de´ge´ne´re´ de groupes abe´liens finis
H1(C, Mˆ)×H1(C,M)→ Qℓ/Zℓ.
Par ailleurs, on a un accouplement e´quivariant non de´ge´ne´re´ de groupes abe´liens
finis
Mˆ ×H1(C,M)→ H1(C,Qℓ/Zℓ(1)) = J(C)(F){ℓ}.
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On a donc des isomorphisme de modules galoisiens finis
B ≃ H1(C,H3(S,Zℓ(2))) ≃ HomZ(Mˆ, J(C)(F){ℓ}) ≃ HomZ(Pic(S){ℓ}, J(C)(F)).
Ceci comple`te la de´monstration. 
Preuve du the´ore`me 1.1. Reprenons les hypothe`ses du the´ore`me 1.1. Soit ℓ 6= p un
nombre premier. Par le the´ore`me 4.4, on a une inclusion de groupes finis
A0(SL) {ℓ}
G
→֒ HomG(Pic(S){ℓ}, J(C)(F)).
Sous l’hypothe`se (ii) du the´ore`me 1.1, ceci donne A0(SL) {ℓ}
G
= 0. Comme la
surface S est ge´ome´triquement CH0-triviale, le the´ore`me 3.6 donne la premie`re
partie de l’e´nonce´ du the´ore`me 1.1, et le the´ore`me 3.7 en donne la seconde partie.

Remarque 4.5. Soient B une courbe projective, lisse et ge´ome´triquement connexe
sur C, S une surface d’Enriques sur C, et X := B×S. On a Pic(S)tors = Z/2Z. Le
the´ore`me 4.4 donne alors une suite exacte courte de groupes finis
0→ A0(SC(E))→ J(B)(C)[2]→ H
3
nr(C(X)/C,Q/Z(2))→ 0.
On note que H3nr(C(X)/C,Qℓ/Zℓ(2)) = 0 pour tout ℓ 6= 2. On a un isomor-
phisme naturel J(B)(C)[2] ≃ H1(B,Z/2Z), et l’homomorphisme de restriction
ρ : CH2(X)→ CH2(SC(B)) est surjectif. On a donc une suite exacte
CH1(X)0 → H
1(B,Z/2Z)→ H3nr(C(X)/C,Q/Z(2))→ 0,
ou` CH1(X)0 := ρ
−1(A0(SC(B))). D’apre`s [CTV12, The´ore`me 1.1], on de´duit que
l’homomorphisme CH1(X)0 → H
1(B,Z/2Z) est surjectif si et seulement si la
conjecture de Hodge entie`re pour les 1-cycles vaut pour X .
Soit α ∈ H2(S,Z/2Z) l’e´le´ment correspondant au reveˆtement double par la sur-
face K3 associe´e a` S. On peut espe´rer que la fle`che CH1(X)0 → H
1(B,Z/2Z)
soit donne´e par Z 7→ Z∗α, ou` Z∗ : H1(S,Z/2Z) → H1(B,Z/2Z) est l’homomor-
phisme associe´ a` la correspondance Z : S  B. Ceci donnerait une de´monstration
alternative de l’e´nonce´ [BO18, Proposition 1.1] de Benoist et Ottem.
Sur le corps des complexes, ces auteurs e´tablissent l’existence de paires (S,B)
avec B courbe elliptique et S surface d’Enriques telles que la conjecture de Hodge
entie`re pour les 1-cycles vaille, et d’autres pour lesquelles elle ne vaille pas. Ainsi, via
[CTV12], suivant la paire (S,B), le groupe H3nr(C(X)/C,Qℓ/Zℓ(2)) est nul ou non.
Par contraste, si l’on remplace C par F, le the´ore`me 5.11 ci-dessous, conse´quence
d’un the´ore`me de Schoen, dit que pour un tel solide X = B × S avec S surface
d’Enriques, on devrait toujours avoir H3nr(F(X)/F,Qℓ/Zℓ(2)) = 0 et l’application
cycle CH2(X)⊗ Zℓ → H
4(X,Zℓ(2)) devrait eˆtre surjective.
Remarque 4.6. Soient F un corps fini de caracte´ristique p, C et S deux varie´te´s
ge´ome´triquement connexes, projectives et lisses sur F de dimension 1 et 2 respecti-
vement, et X := C × S.
Supposons que S satisfait (i) du the´ore`me 1.1 et que NS(S) n’a pas de torsion.
L’hypothe`se (ii) du the´ore`me 1.1 est donc satisfaite. D’apre`s le the´ore`me 4.4, on a
H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) = 0 pour tout premier ℓ 6= p, sans recours au corollaire 5.11,
conse´quence du the´ore`me 5.8 de Schoen et du the´ore`me 5.10 de Kahn et du premier
auteur, et donc sans supposer que la conjecture de Tate pour les surfaces sur les
corps finis soit vraie. On a donc H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) = 0 inconditionnellement,
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et on retrouve alors le the´ore`me de Pirutka [Pir16], par une me´thode sensiblement
diffe´rente.
Supposons que S est ge´ome´triquement rationnelle, ce qui entraˆıne (i) du the´ore`me
1.1, et implique que Pic(S) est sans torsion, et donne donc (ii) du the´ore`me 1.1.
Sans invoquer le the´ore`me 4.4, on a dans ce cas
H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) ⊂ H
3
nr(F(X)/F(C),Qℓ/Zℓ(2)) = H
3(F(C),Qℓ/Zℓ(2)) = 0,
ou` la premie`re e´galite´ vient de l’invariance birationnelle stable de la cohomologie
non ramifie´e, et la seconde du fait que la ℓ-dimension cohomologique de F(C) est 1.
Le groupe H3(X,Zℓ(2))tors est nul, parce que Br(X) {ℓ} ≃ Br(C) {ℓ} = 0. Par
ailleurs, la nullite´ de A0(SL) = 0, qui suit du the´ore`me 4.4, re´sulte ici de´ja` du
the´ore`me de Hilbert 90 pour K2 ; voir [CT83, Proposition 4, Remark 5.2]. Ainsi
notre de´monstration du the´ore`me 1.1 dans le cas ou` S est rationnelle ne requiert
pas la conjecture de Tate pour les surfaces ; et la partie nouvelle de la de´monstration
est dans la section 3.
5. Applications “classe de cycle” en cohomologie ℓ-adique
On donne ici des rappels de re´sultats que l’on peut trouver pour l’essentiel dans
un article de B. Kahn et du premier auteur [CTK13]. Comme de´ja` indique´, le
the´ore`me 5.10 et le corollaire 5.11 sont utilise´s dans la de´monstration du the´ore`me
3.7, lequel est utilise´ au §4 dans la fin de la de´monstration de la seconde partie du
the´ore`me principal 1.1.
Soit k un corps de caracte´ristique p ≥ 0. Soit ℓ un nombre premier diffe´rent
de p. Si k est un corps fini, ou un corps alge´briquement clos, situations auxquelles
on va se restreindre dans ce paragraphe, pour toute k-varie´te´ X les groupes de
cohomomogie e´tale Hi(X,µ⊗jℓn ) sont finis et les groupes de cohomologie ℓ-adiques
Hi(X,Zℓ(j)) = lim←−n
Hi(X,µ⊗jℓn ) sont des Zℓ-modules de type fini.
On a des applications cycles
CHi(X)/ℓn → H2i(X,µ⊗iℓn )
et des applications induites de Zℓ-modules
lim
←−
n
CHi(X)/ℓn → H2i(X,Zℓ(i)).
On a les applications compose´es de Zℓ-modules
CHi(X)⊗ Zℓ → lim←−
n
CHi(X)/ℓn → H2i(X,Zℓ(i)).
En utilisant le fait que les H2i(X,Zℓ(i)) sont des Zℓ-modules de type fini, on voit
que l’application lim
←−
CHi(X)/ℓn → H2i(X,Zℓ(i)) est surjective si et seulement si
l’application compose´e ci-dessus est surjective.
Pour toute varie´te´ projective et lisse ge´ome´triquement inte`gre X sur un corps
fini F et tous entiers i ≥ 0, J. Tate [Tate94] a conjecture´ que les applications cycle
rationnelles
CHi(X)⊗Qℓ → H
2i(X,Qℓ(i))
sont surjectives. Pour i = 1, cet e´nonce´ est e´quivalent a` la surjectivite´ de la fle`che
de´duite de la fle`che de Kummer
Pic(X)⊗ Zℓ → H
2(X,Zℓ(1)),
et ceci est e´quivalent a` la finitude de Br(X){ℓ}.
PRODUIT D’UNE COURBE ET D’UNE SURFACE 23
On s’inte´resse ici a` la validite´ de la conjecture suivante pour certaines classes de
varie´te´s projectives et lisses sur un corps fini.
Conjecture 5.1. Soient F un corps fini et X une varie´te´ projective et lisse ge´ome´-
triquement inte`gre sur F de dimension d. Alors, pour tout ℓ premier distinct de la
caracte´ristique de F, l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
est surjective.
Proposition 5.2. Soit X/F projective, lisse, ge´ome´triquement connexe de dimen-
sion d. Soit ℓ premier, ℓ 6= p. Supposons que le groupe Br(X){ℓ} est fini. Alors le
conoyau de l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
est fini.
De´monstration. On peut supposer d ≥ 3. Comme aucune propre valeur de Frobe-
nius sur les groupes de cohomologie Hi(X,Qℓ(j)) pour i 6= 2j n’est une racine de
l’unite´ (Deligne), la suite spectrale de Hochschild-Serre donne que les applications
de Zℓ-modules de type fini
H2(X,Zℓ(1))→ H
2(X,Zℓ(1))
G
et
H2d−2(X,Zℓ(d− 1))→ H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
G
sont surjectives a` noyau fini (cf. [CTSS83, The´ore`me 2, p.780]).
Si cl(L) ∈ H2(X,Zℓ(1)) est la classe d’une section hyperplane L de X , le
the´ore`me de Lefschetz difficile dit que le cup-produit par cl(L)d−2 de´finit un homo-
morphisme G-e´quivariantH2(X,Zℓ(1))→ H
2d−2(X,Zℓ(d−1)) a` noyau et conoyau
fini.
La combinaison de ces re´sultats donne que la fle`che
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
a son conoyau fini. 
Lemme 5.3. Soient F un corps fini, X ⊂ PNF une varie´te´ projective et lisse inte`gre
de dimension d, Y ⊂ X une section hyperplane, et U ⊂ X l’ouvert comple´mentaire.
(i) Soit M le faisceau e´tale sur U associe´ a` un module galoisien fini sur F.
Alors pour tout i ≥ d+ 2, on a Hi(U,M) = 0.
(ii) Si d ≥ 4 et n est premier a` la caracte´ristique de F, alors l’application
H2d−4(Y, µ⊗(d−1)n )→ H
2d−2(X,µ⊗dn )
induite par l’isomorphisme de purete´
H2d−4(Y, µ⊗(d−1)n ) ≃ H
2d−2
Y (X,µ
⊗d
n )
est surjective.
De´monstration. Comme cd(F) = 1, la suite spectrale
Hp(F, Hq(U,M)) =⇒ Hp+q(U,M)
donne des suites exactes courtes
0→ H1(F, Hi−1(U,M))→ Hi(U,M)→ Hi(U,M)G → 0,
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ou` G est le groupe de Galois absolu de F. Comme U est affine et M est fini, par le
the´ore`me de Lefschetz affine on a Hi(U,M) = 0 pour i ≥ d+1. Ceci de´montre (i).
La partie (ii) suit de (i) pour i = d − 1 et M = µ
⊗(d−1)
n , en utilisant la suite de
Gysin. 
Proposition 5.4. Pour e´tablir la conjecture 5.1 pour toute varie´te´ de dimension
d ≥ 3, il suffit de le faire pour toute varie´te´ de dimension d = 3.
De´monstration. On proce`de par re´currence sur d ≥ 3. Soit X/F une varie´te´ pro-
jective, lisse et ge´ome´triquement inte`gre de dimension d ≥ 4. Par le the´ore`me de
Bertini sur les corps finis [Poo04], il existe une immersion ferme´e X →֒ PN et une
section hyperplane Y de X qui est lisse et ge´ome´triquement inte`gre de dimension
d− 1. Pour tout n ≥ 1, on a un carre´ commutatif
CHd−2(Y )/ℓn H2d−4(Y, µ
⊗(d−2)
ℓn )
CHd−1(X)/ℓn H2d−2(X,µ
⊗(d−1)
ℓn ).
On passe a` la limite projective sur n. On obtient le diagramme commutatif suivant :
lim
←−n
CHd−2(Y )/ℓn H2d−4(Y,Zℓ(d− 2))
lim
←−n
CHd−1(X)/ℓn H2d−2(X,Zℓ(d− 1)).
Par l’hypothe`se de re´currence, la fle`che horizontale en haut est surjective. D’apre`s
le lemme 5.3(ii), la fle`che verticale a` droite est surjective. On conclut que la fle`che
horizontale en bas est surjective. 
Remarque 5.5. Pour e´tablir la conjecture 5.1 pour une varie´te´X avec un plongement
X ⊂ PnF donne´, par un argument de normes, il suffit de l’e´tablir sur des extensions
finies F′/F de degre´s premiers entre eux. On peut donc se contenter d’utiliser le
the´ore`me de Bertini sur les corps finis “suffisamment” gros, et dans l’argument ci-
dessus de prendre les sections hyperplanes pour le plongement donne´. Ainsi, pour
e´tablir la conjecture 5.1 pour les hypersurfaces cubiques lisses dans PnF pour n ≥ 4,
il suffit de l’e´tablir pour les hypersurfaces cubiques lisses dans P4F′ pour tout corps
fini F′. En caracte´ristique diffe´rente de 2, ceci est connu (voir [CT19a, Thm. 5.1]).
Remarque 5.6. Supposons vraie la conjecture de Tate pour les surfaces sur un
corps fini. Pour de´montrer la conjecture 5.1, il suffirait de montrer : pour X de
dimension 3 et toute classe ξ dans H4(X,Zℓ(2)) il existe une section hyperplane
lisse Y ⊂ X telle que ξ soit supporte´e sur Y , c’est-a`-dire telle que la restriction de
ξ dans H4(U,Zℓ(2)) = H
1(F, H3(U,Zℓ(2))) soit nulle.
Soit G un groupe profini. Pour tout Zℓ-module M e´quipe´ d’une action continue
de G, on note M (1) ⊂ M le sous-module forme´ des e´le´ments dont le stabilisateur
est un sous-groupe ouvert de G.
Lemme 5.7. [CTK13, Lemme 4.1] Si G est un groupe profini et M est un Zℓ-
module M de type fini muni d’une action continue de G, alors le quotient M/M (1)
est sans torsion.
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Soient F un corps fini, F une cloˆture alge´brique de F et G := Gal(F/F). Soit
X/F une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement connexe de dimension d. Soit
X = X ×F F. Pour tout entier i ≥ 0, l’application cycle
CHi(X)⊗ Zℓ → H
2i(X,Zℓ(i))
a son image dans le sous-groupe H2i(X,Zℓ(i))
(1).
The´ore`me 5.8. (Schoen) Supposons vraie la conjecture de Tate pour les surfaces
sur les corps finis. Alors pour toute varie´te´ X/F projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe, de dimension d, l’image de l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(i))
est le sous-groupe de H2d−2(X,Zℓ(i))
(1) forme´ des e´le´ments dont le stabilisateur
est un sous-groupe ouvert de G.
De´monstration. Voir [Sch98, Theorem 0.5] et [CTS10]. 
Corollaire 5.9. Soient k une cloˆture alge´brique d’un corps fini de caracte´ristique
p et X une k-varie´te´ projective et lisse, ge´ome´triquement connexe, de dimension
d. Soit ℓ un premier distinct de p. Si la conjecture de Tate vaut pour toutes les
surfaces sur les corps finis, alors :
(i) Le conoyau de l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
est un Zℓ-module de type fini sans torsion.
(ii) Si Br(X){ℓ} est fini, l’application cycle
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
est surjective.
De´monstration. Comme explique´ dans la de´monstration de [CTK13, Prop. 4.2], la
combinaison du the´ore`me 5.8 et du lemme 5.7 donnent l’e´nonce´ (i).
Montrons (ii). On proce`de comme a` la proposition 5.2. Sous l’hypothe`se de fi-
nitude du groupe de Brauer, le module de Tate Tℓ(Br(X)) est nul, et l’application
cycle
CH1(X)⊗ Zℓ
cl
−→ H2(X,Zℓ(1))
est surjective ; voir [Gro68, (8.7)]. Soit L ∈ CH1(X) la classe d’un diviseur ample.
On a donc un diagramme commutatif
CH1(X)⊗ Zℓ H
2(X,Zℓ(1))
CHd−1(X)⊗ Zℓ H
2d−2(X,Zℓ(d− 1)).
cl
∩Ld−2 ∩ cl(L)
d−2
cl
D’apre`s le the´ore`me de Lefschetz difficile, l’homomorphisme vertical de droite de-
vient un isomorphisme apre`s tensorisation par Qℓ. Il s’ensuit que la fle`che
CHd−1(X)⊗ Zℓ → H
2d−2(X,Zℓ(d− 1))
a un conoyau fini. L’e´nonce´ (i) assure alors la nullite´ de ce conoyau. 
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The´ore`me 5.10. [Kah12, Thm. 1.1], [CTK13, Thm. 2.2] Soit k un corps fini ou un
corps alge´briquement clos. Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe. Soit k(X) son corps des fonctions rationnelles. Soit ℓ premier distinct
de la caracte´ristique de k. Les deux groupes suivants sont finis et sont isomorphes
entre eux :
(i) Le quotient du groupe H3nr(k(X),Qℓ/Zℓ(2)) par son sous-groupe divisible
maximal.
(ii) Le sous-groupe de torsion du Zℓ-module de type fini conoyau de l’application
cycle
CH2(X)⊗ Zℓ → H
4(X,Zℓ(2)).
En dimension 3, la combinaison de ce re´sultat et des corollaires du the´ore`me de
Schoen donne :
Corollaire 5.11. [CTK13, Prop. 4.2, Prop. 3.2] Soient k une cloˆture alge´brique
d’un corps fini de caracte´ristique p et X une k-varie´te´ projective et lisse, ge´ome´tri-
quement connexe, de dimension 3. Soit ℓ un premier distinct de p. Supposons vraie
la conjecture de Tate pour les surfaces sur les corps finis. Alors :
(i) Le groupe H3nr(k(X),Qℓ/Zℓ(2)) est un groupe divisible.
(ii) Si de plus il existe une surface projective et lisse S/k, et un k-morphisme
S → X tel que pour tout corps alge´briquement clos Ω contenant k l’application
induite CH0(SΩ)→ CH0(XΩ) est surjective, alors H
3
nr(k(X),Qℓ/Zℓ(2)) = 0.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 5.10, le quotient de H3nr(F(X),Qℓ/Zℓ(2)) par
son sous-groupe divisible maximal s’identifie au sous-groupe de torsion du conoyau
de
CH2(X)⊗ Zℓ → H
4(X,Zℓ(2)).
Mais sous l’hypothe`se sur la conjecture de Tate, le corollaire 5.9 assure que ce
conoyau n’a pas de torsion. Ceci e´tablit (i).
Dans la situation de (ii), l’hypothe`se sur les groupes de Chow de dimension ze´ro
et un argument de correspondances bien connu [CTK13, Prop. 3.2] implique que
le groupe H3nr(k(X),Qℓ/Zℓ(2)) est annule´ par un entier N > 0. Comme le groupe
H3nr(k(X),Qℓ/Zℓ(2)) est divisible, il est nul. 
Remarque 5.12. Sur le corps C des complexes, soit X = E × S le produit d’une
courbe elliptique E et d’une surface d’Enriques. Pour s ∈ S(C) fixe´, l’inclusion
E → X donne´e par m 7→ (m, s) satisfait que CH0(CΩ) → CH0(XΩ) est surjectif
pour tout corps alge´briquement clos Ω contenant C. Ceci implique que le groupe
Br(X) est d’exposant fini, et donc est fini. Mais il existe de tels couples (E, S)
pour lesquels le groupe H3nr(C(X),Q2/Z2(2)) est non nul et la conjecture de Hodge
entie`re pour les cycles de codimension 2 n’est pas satisfaite [BO18, CT19b]. La
situation sur le corps des complexes est donc diffe´rente de celles des corollaires
(conditionnels) 5.9 et 5.11. Voir aussi [CTS10].
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